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Relations d’ordre



inition

Définition
Une relation binaire < sur un ensemble E est une

si elle
est réflexive, transitive et antisymétrique. Autrement dit :

o < Vx € E,x < x.
o < V(x,y,z) €E3 x<yAy<z—x<z
o <

V(ix,y) EE2 x<yAy<x—x=y.

Un ordre est si pour tous éléments x,y € Eonax <y ouy < x.

Sinon, l'ordre est dit
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Exemples d’ordres sur les nombres

Ordre usuel < sur N défini par

x<y&sdkeNy=k+x

o réflexive : x =x+0=x <x
e transitive :
x<yANy<z=y=k+xANz=k +y
Sz=kK+(k+x)=(k+k)+x
=x<z
e antisymétrie :
x<yAy<x=y=k+xAx=k+y
Sy=k+(K+y)=(k+K)+y
=k+k =0=k=k=0

= Xx =
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Exemples d’ordres sur les nombres

Relation de divisiblité | sur N défini par

x|y & Jk e Ny = k.x

o réflexive : x = 1.x = x|x
e transitive :

xXlyAylz=y=kxNz=K.y
= z=k'.(k.x) = (k.K').x
= x|z
e antisymétrie :
xlyAylx =y =kxAx=Kk.y
=y=k(K.y)=(kkKk).y
Siy=0,onax=ky=0=x=y

Sinon, kkk =1=k=kK=1=x=y
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Exemples d’ordre ordres sur les parties d'un ensemble

Soit E un ensemble l'inclusion, notée C, est une relation d'ordre sur
I'ensemble des parties P(E) qui n'est pas totale.

o réflexive : on a A C A pour tout A € P(E).
e transitive : si AC Bet BC C alors AC C.
e antisymétrique : si AC B et BC A alors A= B.
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Pour simplifier la lecture du diagramme, on supprime les boucles dues a la
réflexivité et les fléches déductibles par transitivité : Diagramme de Hasse

@—0 0

L'idée est de représenter les sommets du diagramme et tracer seulement
les fléches correspondant aux successeurs immédiats. On dit que y est un
successeur immédiat de x si x < y, x # y et il n'existe pas de z tel que
x<z<y.
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Exemple sur (P(E), C) avec E = {a, b, c}
{a, b, c}

RN

{a, b} {a, c} {b,c}

X X

{a} {b} {c}

N
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Relation de divisibilité sur les diviseurs de 60 :
{1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30,60}
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Elément minimal, borne inférieure

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A C E.

e x € E minorantde AsiVy € Aonax <y
e x € Aest minimal de A s'il n'admet pas d'élément plus petit dans A.

e A admet au plus un seul minorant dans A (par antisymxétrie), c'est
le plus petit élement de A, s'il existe on le note min(A).

e S'il existe, le plus grand des minorants est la borne inférieure, on la
note inf(A). Autrement dit :

Vy € Aon a inf(A) <y et Yz minorant de A on a z < inf(A)
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Elément maximal, borne supérieure

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A C E.
e x € A est maximal de A s'il n'admet pas d'élément plus grand dans
A.
e x € E majorantde AsiVy € Aonay < x

e A admet au plus un seul majorant dans A (par antisymétrie), c'est le
plus grand élément de A, s'il existe on le note max(A).

e S'il existe, le plus petit des majorants est la borne supérieure, on la
note sup(A). Autrement dit :

Vy € Aon ay <sup(A) et ¥z majorant de A on a sup(A) <z
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(R,<)et A=[0,1] (P(E),C) avec E = {1,2,3}, et
minorants : | — 00, 0] aitak
majorants : [1, 00| minorants : {{)}
plus petit élément : 0 majorants : {{1,2},{1,2,3}}
plus grand élément : aucun plus petit élément : aucun
éléments minimaux : {0} plus grand élément : aucun
élements maximaux : aucun élements minimaux : {{1},{2}}
inf: 0 élements maximaux : {{1}, {2}}
sup: 1 inf: ()
sup : {1,2}
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Induction



re bien fo

Définition

Un ensemble ordonné (E, <) est s'il n'existe pas de suite
infinie strictement décroissante d'éléments de E.

De maniére équivalente, on a :

Théoréeme

Un ensemble ordonné (E, <) est bien fondé si et seulement si toute
partie non vide admet au moins un élément minimal.

Exemples

e L'ordre usuel < sur N est bien fondé mais il ne I'est pas sur Z, R,
[0, 1].

e L'ordre de divisibilité est bien fondé.
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N et le principe de récurrence

Principe de récurrence

Soit P(n) un prédicat sur N. Si les deux propostions sont vraies
e Initialisation P(0)
e Heéridite Vne N, P(n) = P(n+1)

Alors Vn € N, P(n) est vraie.

Preuve : par |'absurde. Supposons la conclusion

Soit X = {n € N,=P(n)}. L'ensemble X est une partie non vide de N,
comme (N, <) est bien fondé, X admet un élément minimal noté ng.

Or 0 ¢ X (car P(0) est vraie) , donc ng > 0 donc ng — 1 € N.

Mais P(ng — 1) est vraie car ng — 1 ¢ X. Par hypothése
P(ng — 1) = P(ng) donc P(ng) est vraie ce qui est contradictoire avec
ng € X.
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Exemple : montrons que Vn € N

i=n

P(n) : > 04+142+...n=
i=0

n(n+1)
2

e P(0): 0= @, qui est vraie.

e Supposons P(n) vraie, et montrons P(n+ 1) (P(n) — P(n+ 1))
1
0+14+2+...+n+(n+1)= n(n+1)

n(n+1)

2

+(n+1)

_(n+1)(n+2)
=

Ce qui est exactement P(n+ 1)
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N et le principe de récurrence généralisé

Principe de récurrence généralisé

Soit P(n) un prédicat sur N. Si les deux propositions sont vraies
e Initialisation P(0)
o Heéredité Vn € N, [Vk < nP(k)] = P(n+1)

Alors pour tout Vn, P(n) est vraie.

Preuve :

On applique le principe de récurrence du théoréme précédent & @ défini
par

Q(n) : Vk < n P(k)
Remarque : I'hypothése de récurrence généralisé peut se résumer a
VneN, [Vk < n P(k)]= P(n)

qui se généralise a n'importe quel ordre bien fondé.
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Exemple

e On a une tablette de chocolat rectangulaire de
taille n (carreaux de chocolats).

e On peut casser cette tablette le long d'une
rainure en deux morceaux plus petits, et
répeter cette opération jusqu'a obtenir n

carreaux de cholocat.

e Montrer qu'il faut n — 1 cassures, quelque soit

la stratégie.
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On note T(n) : il faut exactement n — 1 cassures pour casser une
tablette de taille n en n morceaux.

T(1) est vraie!
On suppose que T(1), T(2),..., T(n) sont vraies.
[l faut prouver T(n+ 1).

e On casse la tablette de n+ 1 carreaux en 2 morceaux.

e On note n; et ny le nombre de carreaux des deux morceaux. On a
ni+n=n+1.

e Comme n; < net ny < n, on sait que T(ny) et T(ny) sont vraies.

Il faut donc n; — 1 et n, — 1 cassures pour casser les deux morceaux.

Ce qui fait au total : (n; — 1) + (n2 — 1) + 1 = n cassures, donc
T(n+ 1) est vraie.

Remarque : on formalise juste le fait que chaque cassure ajoute un
morceau supplémentaire.
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Tout ensemble de crayons de couleur est monochrome. On montre par
récurrence la propriété P(n)

"Tout ensemble de n crayons est constitué de crayons ayant la méme
couleur."

e P(1) est vraie!
e Soit n > 0. Supposons P(n), et montrons P(n+ 1). Soit alors une
boite de n+ 1 crayons, supposés numérotés de 1 a n+ 1.
e D’aprés P(n) appliquée aux n premiers, les crayons 1 a n ont la
méme couleur.
e D’aprés P(n) appliquée aux n derniers, les crayons 2 a n+ 1 ont la
méme couleur.
e Le crayon 1 a donc la méme couleur que les crayons 2 & n, qui ont
aussi la méme couleur que le crayon n+ 1. Ce qui montre P(n+ 1).

Ou est l'erreur?
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Principe d’induction

Principe d’induction
Soit P un prédicat sur E muni d’un ordre bien fondé <. Si les deux

hypothéses suivantes sont vérifiées :
e Initialisation : P(x) est vraie pour tout élément minimal de E,
e Heéridité : si pour tout x € E qui n'est pas minimal on a

[Vy <x,P(y)] = P(x)

Alors Vx € E, P(x) est vraie.

Preuve : par I'absurde. Soit X = {x € E, =P(x)}. X est une partie non vide de E, comme
(E, <) est bien fondé, X admet (au moins) un élément minimal noté xo.

Comme P est vraie pour tout élément minimal de E, I'élément xo n’est pas minimal dans E.

Pour tout y € E tel que y < xo, la propriété P(y) est vraie car xo minimal dans X et donc

y & X . Par hypothée d'hérédité P(xo) est vraie ce qui est contradictoire avec xo € X.
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