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Introduction



Prédicat : int

Exemple 1 : Soient les deux propositions :

r: "il pleut" et u: "Jean prend son parapluie"
et I'implication :

r — u: "s'il pleut, Jean prend son parapluie"
Ce qui est vrai pour Jean l'est pour Pierre, Marie, etc.

Au lieu de créer les mémes propositions en changeant & chaque fois le
prénom de la personne (il y en a une infinité possible), on va considérer
des énoncés faisant intervenir des variables représentant une personne
quelconque.

u(x) : "x prend son parapluie" ou w(x) : "x est mouille"

On écrira u(Jean), u(Marie), w(Pierre), etc.
Que "signifie" u(x) — —w(x)?
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Exemple 2 : 3 tout entier x, on associe la proposition
a(x) :"x est impair"

a(2) est faux, mais a(3) est vrai.
Exemple 3 : on considére I'énoncé dépendant des variables entiéres
X’ .)/7 Z7 n
f(x,y,z,n): x"+y"=2"
£(3,4,5,2) : 3% + 4% = 52 est vrai.
(1,2,3,3) : 13 + 23 = 33 est faux.
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Définition

De maniére trés imprécise, on appelle prédicat tout énoncé p(x,y,...)
contenant des variables d'un certain domaine, tel que, quand on
subsititue a chacune des variables un objet du domaine, on obtient un

proposition (donc vraie ou fausse).

Remarques
e Le nombre de variables du prédicat s'appelle son poids ou son arité.
e On peut voir un prédicat d'arité n sur un domaine D comme une

application de D" — {0, 1}

Exemples
e a(x,y) :"x est divisible par y" est un prédicat a deux variables
(poids 2), binaire.
e a(x,2) :"x est divisible par 2" est un prédicat a une variable, unaire.
e a(10,3) :"10 est divisible par 3" est un prédicat a 0 variables (poids
)
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Quantificateurs



Connecteurs et quantificateurs

Soient a et b deux prédicats définis sur un méme domaine. Alors

e -3, (aVb), (anb), (a— b), (a<+> b)sont des prédicats.

e Si x est une variable "libre" de A, alors
Vx, a
et

dx, a

3

sont des prédicats. La variable x est alors dite lice.

Vx se lit : "pour tout x", "quelque soit x" (quantificateur universel).
Jx se lit : "il existe un x (quantificateur existentiel).
Remarque : une variable liée 3 un connecteur n'est plus une variable du

prédicat. On dit qu’elle est capturée par le quantificateur.
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Sémantique des formules quantifiées

Soient les deux formules Vx, a(x) et Ix, a(x) supposées sans variables
libres. On leur donne la valeur de vérité suivante :

e Vx,a(x) est vraie si et seulement si a(x) est vraie pour tous les
objets du domaine.
e dx, a(x) est vraie si et seulement si a(x) est vraie pour au moins un
objet du domaine.
Exemple : soit le prédicat p(x) : x? < 10, sur le domaine des entiers de 1

ab.

e Vx, p(x) est la méme chose que p(1) A p(2) A p(3) A p(4) A p(5).
C'est faux : p(4) est un contre exemple.

e Ix,p(x) est?? car??.
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Formalisation du langage naturel

Exemples : trois prédicats :

h(x) : x est un homme, m(x) : x est méchant, aime(x,y) : x aime y

e Tous les hommes sont méchants

Vx, (h(x) = m(x))
Seulement les hommes sont méchants.

Vx, (m(x) = h(x))
e || existe un homme méchant.

3x, (m(x) A h(x))
Il existe un homme qui aime tous les hommes.

3x, (h(x) A Yy, (h(y) — aime(x, y))

e || existe une femme qui n'aime personne.

3x, (=h(x) A (Yy, —~aime(x, y)))
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Equivalences (théorémes) ususelles

Les équivalences suivantes sont vraies pour p et g quelconques

théoréme ‘ nom
—Vx, p(x) = 3x, =p(x) De Morgan
—3p, p(x) = Vx, =p(x) De Morgan
VxVy p(x,y) = Vy¥x p(x,y) commutativité V
Ix3dy p(x,y) = y3Ix p(x, y) commutativité 3
Vx (p(x) A g(x)) = Vx p(x) AVx q(x) | distributivité V sur A
Ix (p(x) V q(x)) = Ix p(x) V Ix g(x) | distributivité 3 sur V

Exemple : soit p = Vx dy y < x.
—-p=-(Vx 3y y < x)
=3Ix -(Jy y < x)
= IxVy =(y < x)
=dxVyy>x

Question : p est-elle vraie sur les entiers naturels 7 relatifs 7 ,
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Attention : en général

Vx,3y,p # Jy,Vx, p

Par exemple, avec p(x,y) :"x aime y". Vx, dy, p devient "toute
personne aime quelqu'un", alors que Jy, Vx, p devient "il existe une
personne aimée de tous". Implication ?

Vx,(pV q) # (¥x,p) V (Vx,q)

Sur N, avec p(x) ="x est pair" et q(x) ="x est impair". Implication ?
3x, (pAq) # (3x,p) A (I, q)

Sur N, avec p(x) ="x est pair" et q(x) ="x est impair". Implication ?
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