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Equation linéaire

Une équation linéaire est une expression de la forme

(E) a1 Xy +axxo+ ...+ ap Xy, = b

o Les réels ay, ..., a, sont appelés coefficients et b second membre.
® Xi,...,X, sont les inconnues.
Résoudre I'équation, c'est trouver tous les n-uplets (xg,...,x,) € R”
tels que

air.xy1+axo+...+apx,=b

On notera Solg ou simplement Sol I'ensemble des solutions. Solg C R”".

Remarque : les n-uplets de R"” peuvent étre vus comme des matrices
lignes/colonnes (des vecteurs) avec leurs lois de calcul (cf chapitre
précédent).
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E:2x+y=3

2x+y=3&y=3-2x

Sy

Sol = {(x,3 —2x), x € R}
=(0,3) +x(1,-2), xeR
X =(0,3) + R(1,-2)

C'est la droite qui passe par
(0,3) dirigée par (1,—2).
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E:x+2y+2z=2

X+2y+z=2x=2-2y—z

Sol = {(2—2}/—Z,y,2)7 Y,z ER}
= {(2,0,0) + y(—2,1,0) + z(~1,0,1)
¥,z € R}
= (2,0,0) + R(—2,1,0) + R(—1,0,1)
C'est le plan passant par (2,0,0)

dirigé par les vecteurs (—2,1,0)
et
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Systéme linéaire

Systéme linéaire
On appelle systéme linéaires de n équations a p inconnues un ensemble

de n équations linéaires :

e anxy -+ aF dipXp = j=p
&2 o dn1X1 + ... + angp = a’JXJ —
S . : &
. . . Jj=1
i=1,...,n
€r: amX1 + ... + appXp =

e les x; sont les inconnues.

e Les ajj sont les coefficients, et les b; le

o Sols = () Sol,
i=1
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Notation matricielle

En notant :

o A= (aj) € M, ,(R) la matrice des coefficients.

e x = (x;) € M, 1(R) la matrice colonne des inconnues.

X
e b= (b;) € M,1(R) la matrice colonne des seconds membres.

Le systéme s'écrit sous forme matricielle :

Ax=0>b
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Exemple :

1 -1 1
_ A=
S: { X1 — X + X3 = 3 (]_ 1 2)

X1 + x + 2x3 = 8
_ " b= 3
Se Ax=b =127 s

(1,1,3) est une solution.
(0,0,0) n'est pas une solution.

Remarques :

e Lorsque by = by = ... = b, =0, le systéme est dit homogene.

e Deux systémes sont dit équivalents ssi ils ont les mémes solutions.
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Théoréme

Un systéme linéaire posséde :
e aucune solution,
e une unique seule solution,

e une infinité de solution.

Preuve : supposons qu'un systeme Ax = b posséde 2 solutions x; et xp
avec x; # xo

Pour tout A € R, yx = x1 + A(x1 — x2) est une solution. En effet :
Alxi + A(x1 — x2)] = Axg + MN(x1 — x2)
=b + )\(AXl - AX2)
=b+ Ab-Db)
=¥
Or tous les y, sont différents (pourquoi?).
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Théoreme

Soit (E) le systéme A.x = b, admettant une solution particuliére xp. On
note Soly |'ensemble des solutions du systéme homogéne associé.
L'ensemble des solution de E est

Solg = xp + Soly

x € Solg & Ax=0b
& Ax = Axg
< A(x—x) =0
& x — xg € Soly

& x € xg + Soly

On ajoute a I'ensemble des solutions du systéme homogéne une solution
particuliére.
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Systéme/Matrice échelonnée

Une matrice/systéme est dite échelonnée si le nombre de zéros précédant
la premiére valeur non nulle d’une ligne augmente ligne par ligne jusqu'a
ce qu'il ne reste que des lignes nulles.

Exemple :
Dok % % % % ok % % @ désigne le premier
0 0 @& * = % % % =% coefficient non nulle de
0 0 O * % % k% chaque ligne. on I'appelle
0 00 0 0O x % pivot. Leur nombre s'appelle
000 0O0O0TU OO le rang.
0 00 OO0 0 0O

Contre exemple :
Elle n'est échelonnée.

1 0 1
0 1 1 Pourquoi ?
010

o O O
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Matrice echelonnée réduite

Une matrice echelonnée est dite sous forme réduite si les pivots valent 1,
et si les autres coefficients dans les colonnes des pivots sont nuls.
Exemple :

Les colonnes des pivots sont
1,3,4,7 et 9.

O O O O O =
O O O O O *
O O O O = O
o O O = O O
O O O % *

O O O % % %
o O - O O O
O O % % %

o = O O O O
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@ Un systéme sous forme échelonné réduit est résolu !

X1 -+ + 2X3 = 25 X1 = 25 — 2X3
X — X3 = 4 & x> = 4 4+ x3
X4 = 1 X4 = 1

e Les inconnus correspondants au pivot x1, x» et x4 sont les inconnues
principales.
e Les autres (x3) sont les inconnues secondaires (les paramétres).

e Les inconnues principales s'expriment a |'aide des paramétres.

Sol = {(25 —2x3,4 + x3, X3, 1), X3 € R}

© Peut-on transformer un systéme quelconque en un systéme
équivalent échelonné réduit ? Oui!

Méthode du pivot de Gauss!
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Opérations élémentaires

Transformations sur les lignes d'un systéme :
Transformations
o Li <> Lj (i # ) : permutations de lignes
o L+ ALi+ BL; (i # j et A # 0) : combinaison linéaire de lignes

Ces transformations élémentaires transforment un systéme en un systéme
équivalent !

(Donnez les transformations inverses)
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

Systéme
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Algorithme de Gauss

Théoréme
En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et

réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

(]
& o
& o

5 4+ 2y — z
x + y - 3z
2x — Ty + 2z

Systéme

Il
|
~l

= 1
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Algorithme de Gauss

Théoréme
En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et

réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On échelonne

(]
& o
& o

5 + 2y —
X + y -
2x — Ty +

3z

Systéme

= 4 e < e
= =
1
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On échelonne

Systéme
ee: x + y — 3z = -7
e: 5x + 2y — z =
es: 2x — Ty + 2z = 1
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Algorithme de Gauss

Théoréme
En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On échelonne

Systéme
ee: x + y — 3z = -7
e: bx + 2y — z = 4 e+ e —be
e3: 2x — y 4+ 2z = 1 e3¢ e3—2e
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On échelonne

Systéme
e1: x + y — 3z = -7
e: - 3y + 14z = 39
e : - 9 4+ 8z = 15
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Algorithme de Gauss

Théoréme
En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et

réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On échelonne

Systéme
e1: x + y — 3z = -7
e: - 3y + 14z = 39
€3 : — 9y 4+ 8z = 15 e <+ e3—3e
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

Le systéme est échelonné, avec r = 3 pivots. Il n'y a pas de paramétres.

Systéme
e1: X + y — 3z = =/
e: - 3y + 14z = 39
e : — 34z = -102
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
Systéme
e1: X + y — 3z = =/
e : - 3y + 14z = 39
€3 : — 34z = —102 e3¢+ —ie3

15/19



Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
Systéme
e1: x + y — 3z = -7
e: - 3y + 14z = 39
€3 : + 2 = 3
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Algorithme de Gauss

Théoréme
En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et

réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
e x -+
€9, —
& o

-
3y +

3z
14z

Systéme

= —7 e < e +3&
= 39 € &— & — 1463
3
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
Systéme
e1: X + vy = 2
e : — 3y = -3
€3 : 4+ z = 3
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
Systéme
e1: X + vy = 2
e : — 3y = -3 e+ —%62
€3 : 4+ z = 3

15/19



Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
Systéme
e: X + vy
e : + vy = 1
€3 : + z
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit

Systéme
e1: X + vy 2 e+ 6 — 6
e : + vy = 1
€3 : + z = 3
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
Systéme
e X +
€ : + vy =
€3 : + z
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Algorithme de Gauss

Théoréme

En un nombre fini d’opérations élémentaires, on peut échelonner et
réduire un systéme linéaire (ou une matrice).

— On réduit
Systéme
e x + 1
e : + vy = 1
€3 : + z = 3

Sol ={(1,1,3)}
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& Algorithme : échelonnage
1. A la premiére étape, on se place en haut a gauche (premiére ligne,
premiére colonne).

2. On cherche dans la colonne un coefficient non nul.

Si oui : par permutation de ligne, on I'améne en premiére ligne. Par

combinaison avec la premiére ligne, on annule le reste de la colonne.

b *x x %

0 =+ = =+ |.On passe a la ligne et colonne suivante.
0 x *x =%
Si non : la colonne est déja nulle
0 *x * =x
0 + =+ =« |.On passe a colonne suivante.
0 * x x*

3. On boucle en 2 tant que la partie orange n'est pas vide.
& Algorithme : réduction

idem, mais a "'envers".
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Exemple 1

X - 2y + 3z
2x 4+ 3y — z
X + 3y + 4z = -1

|
o =
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Exemple 1

X - 2y 4+ 3z =1
2x + 3y — z =0 b+ b —2h
—-X + 3y + 4z = -1 /3 <— I3 —+ /1
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Exemple 1

|
—

x — 2y + 3z
-y - 1z
+y + 7z = 0

Il
|
N
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Exemple 1

x — 2y + 3z 1
-y — 1z —2
+ y + 7z = 0 /3 — /3 + /2
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Exemple 1

<
(.
L
|+
R
Il
|I—‘
N

e3 est imcompatible. Sol = 0.
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Exemple 2
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Exemple 2

3x + 4y + z + 2t = 3
(S) 6x + 8 + 2z + 5t =7
9 + 12y + 3z + 10t = 13
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Exemple 2

On consigne le systéme dans un tableau en faisant apparaitre uniquement
les coefficients et second membre.

3 4 1 2|3
6 8 2 5 |7
9 12 3 10|13
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Exemple 2

— On échelonne

4 1 213
8 2 5|7 |h+h—2h

8
6
9 12 3 10|13 | h<+ =34
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Exemple 2

— On échelonne

3 41 23
0 00 1|1
0 0 0 4|4
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Exemple 2

— On échelonne

O O W
o O H
O O =

/3 < /3 — 4/,
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Exemple 2

Le systéme est échelonné avec r = 2

341 2|3
0 00 1|1
0 00 0|0
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Exemple 2

— On réduit

341 2|3|heh—2b
000 1|1
000O0|0
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Exemple 2

— On réduit

341 0|1
0 00 1|1
0 00 0|0
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Exemple 2

— On réduit

O O W
o O b
O O =
O = O
O = =
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Exemple 2

— On réduit

1 4/3 1/3 0]1/3
00 o0 1|1
00 0 0|0
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Exemple 2

— On réduit

1 4/3 1/3 0]1/3
00 0 1|1
0 0 0 0|0

y et z sont les paramétres, et

Sol = {(3(1— 4y = 2),%,2,1) | (1, 2) € R}
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Remarques

Soit un systéme linéaire n x p.

e le systeme homogene correspondant a toujours au moins une
solution (laquelle 7).

e le rang du systéme < min(n, p).

e |le nombre de paramétres = p - rang

e si n < p (systeme sous-déterminé) avec des solutions. Il y a
nécessairement des paramétres. Donc une infinité de solutions.

e si n > p (systéme sur-determiné). Aprés échelonnage, on aura
nécessairement des équations de compatibilités de la forme 0 =7.
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